
Premis

En el darrer número de la SCM/Not́ıcies ja vam informar del premi Abel 2013 al professor Pierre
Deligne de l’Institut d’Estudis Avançats de Princenton, Nova York !per les seves contribucions
fonamentals a la geometria algebraica i pel seu impacte transformador en la teoria de nombres,
teoria de representacions, i camps relacionats".

Aix́ı mateix, us dèiem que en el proper número miraŕıem de trobar algun company que fes
una ressenya al voltant del treball del guardonat. Feliçment, la professora Pilar Bayer, catedràtica
del Departament d’Àlgebra i Geometria de la Universitat de Barcelona, ha acceptat i ha escrit un
article en què fa un repàs exhaustiu del treball del professor Deligne en un format adient per al
lector de la SCM/Not́ıcies.

Premi Abel 2013 per a Pierre Deligne

El dia 20 de març d’enguany, la presidenta
de l’Acadèmia Noruega de les Ciències i de
les Lletres, la jurista Kirsti Ström Bull, anun-
ciava —en noruec i en anglès— la decisió de
l’Acadèmia d’atorgar el premi Abel 2013 al ma-
temàtic Pierre Deligne !pel caràcter seminal de
les seves contribucions a la geometria algebraica
i l’impacte transformador d’aquestes en teoria
de nombres, en teoria de representacions i en
camps relacionats".

En la seva onzena edició, el comitè avalua-
dor del premi Abel estigué integrat per la pre-
sidenta Ragni Piene, professora de la Universi-
tat d’Oslo, i pels vocals Gang Tian, professor
de les universitats de Princeton i de Peqúın;
Stanislav Smirnov, professor de la Universitat
de Ginebra i medalla Fields 2010; Maria J.
Esteban, investigadora del CEREMADE, Paŕıs,
i Cédric Villani, professor de la Universitat
de Lió, director de l’Institut Henri Poincaré i
medalla Fields 2010.

En una breu intervenció, la presidenta del
comitè sintetitzà tot seguit la influència, tant
en geometria algebraica com en el conjunt de
la matemàtica en general, dels potents concep-
tes forjats per Deligne, de les seves idees, dels
seus resultats i dels seus mètodes. Piene re-
marcà la importància de la prova de Deligne
de la hipòtesi de Riemann per a les varietats
definides sobre cossos finits (la darrera de les
conjectures de Weil en ser provada) [10], [13];
aix́ı com també les seves notables contribuci-
ons a la creació d’una teoria de Hodge mixta
[7], [8], [11]; el seu treball, conjunt amb Mum-
ford, sobre stacks algebraics i la compactificació
de l’espai de moduli de les corbes estables [15];
el seu treball, conjunt amb Beilinson, Bernstein

i Gabber, sobre feixos perversos (cf. [4]), i l’apli-
cació d’aquests a l’estudi de la correspondència
de Riemann-Hilbert (cf. [6]).

En el mateix acte de l’anunci del premi,
el professor de la Universitat de Cambridge
i medalla Fields 1998, Sir Thimoty Gowers,
va fer una dissertació sobre el lligam entre la
hipòtesi de Riemann per a les varietats defini-
des sobre cossos finits i la cèlebre conjectura de
Ramanujan sobre l’ordre de magnitud de τ(n).
Recordem que la funció τ es defineix per la
igualtat

q
∏

n≥1

(1− qn)24 =
∑

n≥1

τ(n)qn.

Ramanujan conjecturà que |τ(p)| ≤ 2p11/2, per
a tot primer p, o bé, equivalentment per les pro-
pietats de la funció τ , que |τ(n)| ≤ n11/2d(n),
on d(n) denota el nombre de divisors de n.
Gowers remarcà que precisament en el lligam
—sospitat per Weil i per Serre— entre les con-
jectures de Weil i l’acotació del mòdul dels
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coeficients de formes automorfes (conjectura de
Ramanujan-Petersson) es troba un dels motors
que incentivà l’estudi de les conjectures de Weil
(cf. [2]).

El rei Harald V de Noruega lliurà el
premi Abel 2013 a Deligne en el transcurs
d’una cerimònia solemne celebrada a la Univer-
sitat d’Oslo el 21 de maig.

Pierre Deligne i el rei Harald V de Noruega.

L’endemà de la cerimònia s’impartiren les
consuetudinàries lliçons Abel, adreçades a un
públic cient́ıfic general. El guardonat im-
part́ı la lliçó !Hidden symmetries of algebraic
varieties". Els conferenciants invitats foren
Nicholas Katz (professor de la Universitat de
Princeton), que impart́ı la lliçó !Life over
finite fields"; Claire Voisin (professora de l’Es-
cola Politècnica de Paŕıs i investigadora del
CNRS), que exposà el tema !Mixed Hodge
structures and the topology of algebraic vari-
eties"; i Ravi Vakil (professor de la Universitat
de Stanford) que parlà d’!Algebraic geometry
and the ongoing unification of mathematics".
Els v́ıdeos d’aquestes lliçons es poden consultar
a http://www.abelprize.no/artikkel/vis.

html?tid=58083.

Apunt biogràfic de Deligne

Nascut a Etterbeek, Bèlgica, l’any 1944, Pier-
re Deligne és una figura innegable de la ma-
temàtica actual. La seva obra ha contribüıt
de manera decisiva a la resolució de proble-
mes oberts importants i al desenvolupament de
tècniques sofisticades que han esdevingut cada
cop més habituals i més universals en els nos-
tres dies.

Format sota la direcció d’Alexander Grot-
hendieck, es doctorà l’any 1972 amb una tesi
titulada Théorème de Lefschetz et critères de
dégénérescence de suites spectrales. Ha estat in-
vestigador de l’Institut d’Estudis Cient́ıfics Su-
periors, Bures-sur-Ivette, França1 (del 1968 al
1984), i de l’Institut d’Estudis Avançats, Prin-
ceton, Nova Jersey (del 1984 fins avui).

Els resultats de Deligne sobre funcions ze-
ta, funcions L, espais de moduli, representa-
cions %-àdiques, teoria de Hodge i motius són
àmpliament treballats per la comunitat ma-
temàtica i han contribüıt en gran mesura a for-
jar els trets principals del programa de Lan-
glands.

La carrera investigadora de Deligne s’ha
desenvolupat amb dedicació total a la recerca,
a l’IHES i a l’IAS, tal com hem dit. Per tant,
Deligne no ha estat mai un professor universita-
ri en el sentit més usual del terme; és a dir, amb
dedicació a la recerca i, alhora, a la docència.
Segons el Genealogy Project ha dirigit una te-
si doctoral: a Michael Rapoport (1972), i n’ha
codirigit dues més: a Lê Düng Tráng (1971) i a
Miles Reid (1976).

A banda de les aportacions pròpies o amb
col.laboradors, com les que hem recordat més
amunt, en la seva obra s’hi troben també nom-
broses exposicions fetes al Seminari Bourbaki
sobre resultats d’altres autors. Aquestes inter-
vencions han estat sempre molt útils, atès que
sol aportar-hi la seva visió particular —sempre
enriquidora i, a voltes, desconcertant.

Deligne ha estat guardonat amb nombroses
distincions, entre les quals sobresurt la meda-
lla Fields, aconseguida l’any 1978. No esmen-
taré la resta dels seus premis perquè tal com ell
diu que va aprendre de Grothendieck !les ma-
temàtiques no són un esport de competició".
Bona part del seu èxit professional l’atribueix
al fet d’haver seguit al peu de la lletra un con-
sell que li donà quan ell era estudiant el seu
mestre a la Universitat de Brussel.les, Jacques
Tits:2 !fes sempre allò que t’agradi".

Qualsevol persona que s’hagi apropat als
treballs de Deligne sap el temps i la dedica-
ció que requereixen la seva lectura i compren-
sió. En aquesta nota, escrita per encàrrec exprés
de l’editor de la SCM/Not́ıcies, em centraré en

1Per al públic lector més jove, recordarem que l’IHES és un institut dedicat en exclusiva a la recerca, que es fundà
a França l’any 1958, i del qual Jean Dieudonné i Alexander Grothendieck foren els primers professors permanents.

2J. Tits i J. G.Thompson foren guardonats amb el premi Abel 2008.

54



el treball de Deligne sobre les conjectures de
Weil. Penso que això pot ser un tast suficient
per apropar-nos a l’obra d’aquest matemàtic
singular.

Les conjectures de Weil

En ocasions diverses, autors clàssics com ara
Gauss, Jacobi, Lebesgue, aix́ı com també Hardy
i Littlewood, s’havien trobat en la necessitat
d’avaluar exactament, o bé d’estimar, el nom-
bre de solucions d’equacions de congruència.
D’entrada, es tracta d’equacions o de sistemes
d’equacions polinòmiques de coeficients en cos-
sos Fp = Z/pZ, on p denota un nombre pri-
mer. En la seva tesi de l’any 1924 [1], Emil
Artin havia observat que les congruències supe-
riors en sentit de Dedekind podien interpretar-
se de manera semblant en considerar cossos fi-
nits, Fq, de q = pn elements. Aquests cossos
també descriuen classes de residus, però de la
forma Fq = ZK/pZK , on K és un cos de nom-
bres, és a dir, una extensió finita del cos Q dels
nombres racionals, ZK és el seu anell d’enters,
i p ⊂ ZK és un ideal primer de norma q (com
que ZK és un anell de dimensió 1, p és, alhora,
un ideal maximal).

Tot limitant-se al cas de les extensions
quadràtiques K d’un cos de funcions racionals
Fq(T ), Artin desenvolupà una teoria d’ideals en
paral.lel a la teoria de Dedekind per als cossos
de nombres i introdúı l’anàleg de la funció zeta
de Riemann i de Dedekind:

ζK(s) =
∑

a

1

Nas
=

∏

p

(1−Np
−s)−1,

on a descriu el conjunt dels ideals enters no nuls,
p el dels ideals primers no nuls i N en designa
la norma. Artin demostrà que aquesta funció
tenia propietats anàlogues a les de les fun-
cions zeta dels cossos de nombres: satisfeia una
equació funcional i presentava una absència de
zeros sobre la recta Re(s) = 1. A més, es trac-
tava d’una funció meromorfa molt més senzilla
que les funcions zeta esmentades atès que era
una funció racional en la variable t = q−s.

Amb posterioritat, F.K. Schmidt observà
que era possible generalitzar els teoremes
d’Artin per a qualsevol extensió finitaK del cos
Fq(T ) i s’adonà que els problemes adquirien una
formulació molt més natural en considerar els
resultats d’Artin des d’una òptica geomètrica i

substituir la noció d’ideal per la de divisor. El
cos K passà aix́ı a interpretar-se com el cos de
les funcions racionals d’una corba X, irreducti-
ble i llisa, definida per equacions polinòmiques
de coeficients en el cos Fq. Se suposa, a més, que
la corba està immersa en un espai projectiu PN

sobre un domini universal de caracteŕıstica p,
que es pot interpretar com una clausura alge-
braica Fq de Fq. La funció zeta d’aquesta corba
s’introdueix per la fórmula

Z(X|Fq, t) =
∏

p

(1− tgr(p))−1

= exp




∑

n≥1

Nn

n
tn



 ,

on p descriu el conjunt dels divisors primers i
Nn = #X(Fqn) denota el nombre de punts de
la corba amb coordenades en l’única extensió
Fqn ⊂ Fq de grau n sobre Fq.

L’estudi elaborat per Schmidt sobre la fun-
ció zeta és pioner en el de la geometria algebrai-
ca en caracteŕıstica p. Com a conseqüència del
teorema de Riemann-Roch traslladat a aquest
context, Schmidt pot demostrar la racionalitat
de la funció zeta. Aquesta s’escriu com

Z(X|Fq, t) =
P (t)

(1− t)(1 − qt)
,

on P (t) =
∏2g

i=1(1−αit) és un polinomi de coefi-
cients enters, de grau 2g, essent g igual al gènere
de la corba. A més, les seves arrels es permuten
mitjançant l’aplicació α )→ qα−1. En termes de
la variable complexa s, aquest fet es tradueix
en una equació funcional que lliga el compor-
tament de la funció ζ(X|Fq, s) = Z(X|Fq, q−s)
en els punts s i 1− s.

L’anomenada hipòtesi de Riemann per a
corbes sobre cossos finits, primerament formu-
lada per Artin en la seva tesi, afirma que tots
els zeros de la funció zeta es troben en la recta
Re(s) = 1/2, o bé, de manera equivalent, que

|αi| =
√
q, 1 ≤ i ≤ 2g.

En prendre logaritmes en la igualtat

exp




∑

n≥1

Nn

n
tn



 =

∏2g
i=1(1− αit)

(1− t)(1− qt)

s’obté que

Nn = 1 + qn −
2g∑

i=1

αni ,
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fórmula que es pot llegir com una llei de distri-
bució de divisors primers de la corba en termes
dels zeros de la funció zeta. Tal com va ser ob-
servat per primera vegada per Helmut Hasse,
la hipòtesi de Riemann en el context que ens
ocupa és equivalent aleshores a la desigualtat

|Nn − 1− qn| ≤ 2 g qn/2.

D’aquesta manera es recuperaven els resultats
clàssics d’estimació del nombre de solucions
d’equacions de congruència obtingudes en el cas
de corbes, n = 1 i q = p.

La validesa de la hipòtesi de Riemann per a
corbes de gènere 1 definides sobre un cos Fq fou
obtinguda per primera vegada per Hasse. En
una primera demostració, Hasse elevava la cor-
ba definida en caracteŕıstica p, juntament amb
el seu endomorfisme de Frobenius, F , a carac-
teŕıstica zero i alĺı emprava la teoria de la multi-
plicació complexa, tal com havia estat tractada
per Max Deuring (cf. [3]). Recordem que F as-
socia a cada punt x = (xi) de X(Fq) el punt
xq = (xqi ).

En una segona demostració, Hasse feia ús
de l’anell d’endomorfismes de la corba el.ĺıptica.
Deuring i Hasse s’adonaren que, a fi de po-
der estendre els resultats a corbes de gènere
superior, calia desenvolupar una teoria de cor-
respondències en caracteŕıstica p, independent,
per tant, de la teoria de la integració utilitzada
en el cas complex.

En una nota publicada en 1940 [32], André
Weil donà indicacions per a una possible demos-
tració de la hipòtesi de Riemann en el cas d’una
corba de gènere qualsevol definida sobre un cos
finit Fq. La idea fonamental de Weil fou que el
nombre Nn de punts de la corba, racionals so-
bre Fqn , era exactament el nombre d’intersec-
ció (Fn ·∆) de la correspondència de Frobenius
amb la diagonal ∆ de X × X, observació que
resulta de la generalització del petit teorema de
Fermat.

En una memòria de l’any 1887 [22], Adolf
Hurwitz havia establert per primera vegada la
relació entre el nombre de punts fixos d’una cor-
respondència C d’una corba complexa X, pro-
jectiva i no singular, i la traça s de la matriu
que expressa, fixada una base, l’acció de C so-
bre l’homologia H1(X(C),Z). En interpretar la
correspondència com un divisor de la superf́ıcie
X ×X, Hurwitz havia obtingut la fórmula

s(C) = m1(C) +m2(C)− (C ·∆),

on, si designem per ξ un punt genèric de X, és

m1(C) = (C ·(ξ×X)), m2(C) = (C ·(X×ξ)).

Aquesta fórmula es pot interpretar com un cas
particular de la fórmula dels punts fixos de
Lefschetz, però cal tenir present que el treball
de Hurwitz és molt anterior al de Lefschetz.

Weil observà que, de poder procedir en ca-
racteŕıstica p tal com ho feia Hurwitz en el cas
complex, i en prendre C = F , s’obtindria que

s(Fn) = 1 + qn −Nn, per a tot n ≥ 1.

Siguin ara a, b enters arbitraris i ξ la classe
de la correspondència definida per a∆ + bFn.
De poder-se aplicar un anàleg d’una relació
fonamental satisfeta pels peŕıodes de les inte-
grals abelianes en el cas de les superf́ıcies de
Riemann (teorema de Castelnuovo), el produc-
te de la classe de ξ per la classe de la corres-
pondència inversa ξ′ satisfaria que

s(ξξ′) ≥ 0.

D’aquesta desigualtat, Weil dedúı que

|Nn − qn − 1| ≤ 2gqn/2,

essent g el gènere de X. De fet, Weil procedeix
de la manera següent: empra els punts d’ordre
finit i primer amb p de la jacobiana de la cor-
ba com un substitut del primer grup d’homolo-
gia de la corba. Interpreta les correspondències
com a endomorfismes de la jacobiana. Asso-
cia a cada correspondència una matriu 2g × 2g
(%-àdica, amb % ,= p) i calcula la seva traça,
d’acord amb Hurwitz, en termes del nombre de
punts fixos d’aquesta correspondència. Amb re-
lació a aquest treball (gestat en bona part a la
presó), Weil comenta en les seves obres: !En
d’autres circonstances, une publication m’au-
rait paru bien prématurée. Mais, en avril 1940,
pouvait-on se croire assuré du lendemain? Il me
sembla que mes idées contenaient assez de subs-
tance pour ne pas mériter d’être en danger de
se perdre".

El desig de disposar d’una teoria de cor-
respondències vàlida en qualsevol caracteŕıstica
condúı Weil a l’elaboració, entre 1942 i 1946,
del seus Foundations of algebraic geometry [33].
D’aquesta manera, en els volums [34] i [35],
aconsegúı desenvolupar una teoria de varietats
abelianes vàlida en qualsevol caracteŕıstica i ob-
tingué la demostració de la hipòtesi de Riemann
per a una corba X|Fq de gènere qualsevol.
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L’any 1949, en el treball [36], i després dels
seus resultats sobre la hipòtesi de Riemann per
a corbes i de les seves recerques sobre varie-
tats abelianes, Weil formulà les avui conegudes
com a conjectures de Weil. El seu propòsit fou
estendre a les varietats algebraiques X|Fq de
dimensió superior els resultats que havia pro-
vat per a la funció zeta de les corbes i per a les
varietats abelianes.

Anàlogament al cas de dimensió 1, la fun-
ció zeta d’una varietat X|Fq de dimensió d es
defineix segons

Z(X|Fq, t) =
∏

x∈|X|

(1− tdeg(x))−1

= exp




∑

n≥1

Nn

n
tn



 ,

on |X| denota el conjunt dels punts geomètrics
de X, Nn = #X(Fqn) i ζX(s) := Z(X|Fq, q−s).
Weil formulà les afirmacions següents:

1. La funció Z(X|Fq, t) és una funció racional
de t. Més precisament, es pot escriure en for-
ma de producte alternat

Z(X|Fq, t) =
P1(t) · · ·P2d−1(t)

P0(t) · · ·P2d(t)
,

on cada Pi(t) =
∏bi

j (1−αijt) és un polinomi
de coeficients enters, αi,j ∈ C, P0(t) = 1− t,
P2d(t) = 1 − qdt. A més, se satisfà que
|αi,j| = qi/2 per a tot i, j. Aquest darrer fet
és el conegut com a hipòtesi de Riemann per
a les varietats sobre cossos finits.

2. La funció zeta satisfà una equació funcional
de la forma

Z(X|Fq, q
−dt−1) = εq

dχ(X)
2 tχ(X)Z(X, t),

on ε = ±1 i χ(X) és la caracteŕıstica d’Euler-
Poincaré de X. A més, l’aplicació α )→ qd/α
transforma αi,j en α2d−i,j .

3. Si X s’obté per bona reducció en p d’una va-
rietat projectiva i no singular Y definida so-
bre un cos de nombres K ⊂ C, aleshores el
grau del polinomi Pi coincideix amb l’i-èsim
nombre de Betti de l’espai topològic Y (C).

En l’article esmentat, Weil veu que les se-
ves afirmacions són certes en el cas de les vari-
etats grassmannianes Grm,r. Al mateix temps,

proporciona un raonament heuŕıstic al seu fa-
vor basat en la hipotètica existència d’una bo-
na cohomologia per a les varietats considera-
des. Es tractava d’una cohomologia en què fos-
sin vàlides les eines topològic-algebraiques em-
prades per Solomon Lefschetz en el cas de les
varietats algebraiques complexes. La recerca de
la dita cohomologia de Weil fou el motor princi-
pal que impulsà el desenvolupament de la geo-
metria algebraica entre els anys 1949 i 1973,
per part de Grothendieck i els seus col.labo-
radors. Es tractava, ni més ni menys, de pro-
cedir a l’estudi de conjunts finits, definits per
polinomis de coeficients en cossos finits, per
mètodes cohomològics provinents de la topolo-
gia, sense que aquesta estigués condemnada a
ser la topologia discreta i dependre en exclusi-
va de mètodes combinatoris. La idea principal
l’aportaria la topologia étale dels esquemes in-
trodüıda per Grothendieck en la qual, recollint
la idea d’espai recobridor, els oberts ja no són
necessàriament subconjunts de l’espai de parti-
da.

En aquest procés de traslladar els mètodes
topològics a la geometria algebraica en qualse-
vol caracteŕıstica, l’Analysis situs [26] de Lef-
schetz, continuador de l’Analysis situs de Poin-
caré, jugaria un paper fonamental. Lefschetz, a
qui en les seves pròpies paraules !li havia cor-
respost clavar l’arpó de la topologia algebrai-
ca en el cos de la balena de la geometria alge-
braica", segurament no preveié que la seva mo-
nografia de l’any 1924 esdevindria, vint-i-cinc
anys després, el quadern de bitàcola dels que
calarien les xarxes en la captura de les espècies
autòctones, en caracteŕıstica p.

Aportacions prèvies de Grothendieck

La cohomologia étale d’esquemes fou desenvo-
lupada per Grothendieck, Artin i col.laboradors
en els anys seixanta. Els seus resultats princi-
pals es troben en les 2544 + XLVII pàgines que
constitueixen els volums SGA 4 i SGA 7 [20],
[21]. A partir dels grups de cohomologia étale
dels esquemes es construeixen els grups de co-
homologia %-àdica, els quals, en el cas de les va-
rietats projectives i no singulars definides sobre
un cos finit, satisfan les propietats que perme-
ten una demostració cohomològica de les con-
jectures de Weil. En el volum SGA41

2 , publicat
el 1977, Deligne proporcionà una presentació
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més compacta del tema, suficient per a la pro-
va de les conjectures de Weil. En particular, en
aquest volum s’hi troba una demostració direc-
ta de la fórmula de les traces de Lefschetz per
a l’endomorfisme de Frobenius actuant en els
grups de cohomologia d’un feix %-àdic definit
en una varietat sobre un cos finit.

La cohomologia %-àdica fou emprada també
per Deligne i Lustzig [14] en la construcció de
representacions dels grups finits G(Fq) formats
pels punts Fq-racionals d’un grup algebraic G
connex i reductiu definit sobre un cos finit Fq.

Donats un esquema noetherià X i un nom-
bre primer %, un feix %-àdic sobre Xet és, per
definició, un sistema projectiu F = (Fn)n≥0 de
Z/%n+1Z-feixos constrüıbles sobre Xet de ma-
nera que, per a cada n, el morfisme de transició
proporciona un isomorfisme

Fn ⊗Z/#n+1Z Z/%nZ
∼−→ Fn−1.

El caràcter constrüıble dels feixos Fn garanteix
que les fibres Fx = lim←−Fn,x, en cada punt geo-
mètric x→ X, són Z#-mòduls finitament gene-
rats, on Z# denota l’anell dels enters %-àdics.

Quan cada feix étale Fn és localment cons-
tant, es diu que el feix %-àdic F és localment
constant. Els feixos F localment constants es-
devenen constants en un recobriment universal
π : X̃et → X. Quan X és connex, el functor

F → F (X̃) := lim←−Fn(X̃),

que associa a cada feix el conjunt de les seves
seccions globals, estableix una equivalència en-
tre la categoria dels feixos localment constants
sobre Xet i la categoria dels Z#-mòduls finita-
ment generats dotats d’una operació cont́ınua
del grup fonamental π1(X̃, x) := AutX(X̃). Es-
tem, doncs, en el context de representacions
%-àdiques d’uns grups que, en general, no són
finits.

Els grups de cohomologia %-àdica de Xet

amb valors en F = (Fn)n≥0 es defineixen per
les fórmules

H i(X,F ⊗Q#) := lim←−H i(X,Fn)⊗Z"
Q#

i resulten ser, en el cas en què X és un esque-
ma propi definit sobre un cos k algebraicament
tancat, Q#-espais vectorials de dimensió finita.

Siguin ara X0 un esquema de tipus finit so-
bre Fq, |X0| el conjunt dels seus punts tancats
i, per a un x ∈ |X0|, sigui gr(x) = [k(x) : Fq]

el seu grau residual. Per a tot feix %-àdic F0

sobre X0,et, Grothendieck defińı la funció L de
X0 respecte del feix F0 per la fórmula

L(X0,F0) =
∏

x∈|X0|

det(1−F ∗
x t

gr(x);Fx⊗Q#)
−1.

Quan F0 és el feix constant (Z/%nZ)n≥0, els ter-
mes que figuren en els denominadors són, sim-
plement, 1 − tgr(x), amb la qual cosa, la funció
L coincideix aleshores amb la funció zeta de
Hasse-Weil de l’esquema X0.

Sigui ara X = X0 ×Fq Fq l’esquema obtin-
gut per canvi de base. La fórmula de Lefschetz
en aquest context expressa el nombre de punts
fixos de l’automorfisme de Frobenius en termes
de la suma alternada de les traces de les apli-
cacions lineals indüıdes sobre la cohomologia
%-àdica:

∑

x∈XFn

Tr(F ∗n
x ,Fx)

=
∑

i

(−1)iTr(F ∗n,Hc
i(X,F)).

A partir d’aquesta fórmula, tal com ho féu
Weil en el seu raonament heuŕıstic, es dedueix
fàcilment la racionalitat de la funció L:

L(X0,F0) =
∏

i

det(1− F ∗t;H i
c(X,F))(−1)i+1

.

Aquesta va ser la demostració donada per Grot-
hendieck de la racionalitat de la funció zeta, que
forma part de la primera de les conjectures de
Weil, i de les funcions L que la generalitzen.

La demostració de la segona de les conjec-
tures, que fa referència a l’equació funcional sa-
tisfeta per la funció zeta, resulta del teorema
de dualitat de Poincaré en cohomologia %-àdica,
que fou establert aix́ı mateix per Grothendieck.

L’afirmació de la tercera conjectura de Weil
(valor correcte dels nombres de Betti) s’obté a
partir del teorema de comparació en cohomo-
logia %-àdica: si X és un esquema propi i llis
definit sobre Q, i Z#,X = (Z/%nZ)X , es té un
isomorfisme canònic

H i(Xet,Q#) 0 H i(X(C),Q) ⊗Q Q#,

per a tot i ≥ 0.
L’any 1960, amb anterioritat al desenvolu-

pament de la cohomologia %-àdica d’esquemes,
Serre havia formulat i demostrat un anàleg de
les conjectures de Weil per a varietats kähleria-
nes. La demostració de Serre en aquella ocasió
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feia un ús essencial del teorema de l’́ındex de
Hodge (provat per Hodge mitjançant mètodes
topològics, introdüıts per Lefschetz). Inspirat
pel treball de Serre, l’any 1968 Grothendieck
formulà una sèrie de conjectures conegudes com
a conjectures estàndard, orientades a transpor-
tar al context de la cohomologia %-àdica les
propietats conegudes en el cas de la cohomo-
logia de les varietats kählerianes, via la teoria
de Hodge. El caràcter positiu d’una determina-
da forma bilineal

(ξ, η) = (−1)i(Ln−2i(ξ).η),

definida sobre la part primitiva de la cohomolo-
giaH2i(Xet,Q#), postulat per una de les conjec-
tures estàndard, era l’anàleg %-àdic del teorema
de Castelnuovo que hem esmentat.

Les conjectures estàndard de Grothendieck
foren exposades per Kleiman en el llibre [23].
S’hi prova, a més, que aquestes conjectures im-
pliquen les conjectures de Weil. La demostració
d’aquests fets és deguda a Lieberman, Lubkin i
Bombieri.

L’aportació de Deligne a les conjectures
de Weil

La demostració de Deligne de la hipòtesi de
Riemann per a varietats sobre cossos finits apa-
regué l’any 1974 en una de les publications de
l’IHES i constitueix el treball La conjecture de
Weil I [10].

Es pot dir que l’article de Deligne [10] fou
un dels primers treballs de !gran impacte" en
teoria de nombres, com ho serien després el tre-
ball de Mazur [27], sobre els punts de torsió
de les corbes el.ĺıptiques racionals; de Faltings
[18], sobre les conjectures de Tate, de Mordell
i de Shafarevich; de Mazur-Wiles [28], sobre la
conjectura principal de la teoria d’Iwasawa; de
Gross-Zagier [19], sobre la conjectura de Birch
i Swinnerton-Dyer en el cas de zeros simples;
i de Wiles [37], sobre el darrer teorema de
Fermat. Es tracta de treballs profunds carac-
teritzats tots ells pel fet que s’hi resolen pro-
blemes llargament oberts mitjançant una hàbil
combinació d’idees noves i de tècniques de dar-
rera generació que acumulen, però, una dilatada
experiència prèvia.

En el cas particular que ens ocupa, l’origi-
nalitat de les idees de Deligne se sumava a l’ex-
periència de més de quinze anys del treball en

geometria algebraica desenvolupat per l’escola
de Grothendieck.

Amb posterioritat, l’any 1977, Deligne pu-
blicà el llibre SGA 41

2 , [12], principalment per
demostrar la denominada fórmula de Lefschetz,
i a fi de satisfer exigències de rigor per part
de la comunitat matemàtica. En el treball [13],
ampliaria i milloraria l’article primer sobre el
tema.

El mèrit principal de Deligne en relació amb
les conjectures de Weil rau en el fet que, l’any
1974 [10], aconsegúı demostrar la darrera de
les afirmacions de Weil que restava provar (la
hipòtesi de Riemann) sense fer ús de les con-
jectures estàndard formulades per Grothendi-
eck. Encara avui les conjectures estàndard res-
ten obertes en la seva majoria i hi ha qui pensa
que el fet d’haver-les volgut emprar en la de-
mostració de les conjectures de Weil en retardà
uns quants anys la demostració.

A més, en la demostració de Deligne fou
també suficient l’ús de la cohomologia %-àdica.
Cal remarcar que aquesta es comporta bé en
tots els primers % diferents de la caracteŕıstica
p del cos de definició de l’esquema. Amb ante-
rioritat al treball de Deligne, s’havien introdüıt
certes cohomologies, com ara la cohomologia
cristal.lina, que tendien a posar remei al !de-
fecte" de la cohomologia %-àdica quan % = p.

Els ingredients principals de la demostració
de Deligne a [10] són:

1. La cohomologia étale d’esquemes, segons el
model desenvolupat per Grothendieck en el
SGA 4 (cf. SGA 41

2 [12]).

2. El tractament cohomològic de les funcions ze-
ta, segons el model de Grothendieck, a les
quals aplica una idea emprada per Rankin
[29] en el seu treball sobre l’acotació del
mòdul dels coeficients de la funció τ de Ra-
manujan.

3. La teoria de la monodromia, segons el mo-
del constrüıt per Lefschetz a [26], però tras-
lladat al marc de la cohomologia %-àdica
dels esquemes definits sobre cossos finits
(cf. SGA 7 [21], [12], SGA 41

2 [12]).

Un esbós de la prova de Deligne

Sigui X0|Fq una varietat projectiva i no singu-
lar i sigui X el seu canvi de base a una clausura
algebraica Fq del cos finit Fq. Sigui F : X → X
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el morfisme de Frobenius, definit per x )→ xq

sobre les coordenades dels punts de X i sigui
F ∗ : H i(X,Q#) → H i(X,Q#) l’aplicació lineal
indüıda sobre els espais vectorials de cohomo-
logia %-àdica de X, on % és un primer qualsevol
diferent de p. Atès que, pel teorema de raciona-
litat de Grothendieck, sabem que

Z(X0, t) =
∏

i

det(1− F ∗t;H i(X,Q#))
(−1)i+1

,

per conèixer la situació dels zeros i dels pols
de la funció zeta, en la forma predita per Weil,
n’hi ha prou a provar que els valors propis de
F ∗ en operar en H i(X,Q#) són nombres alge-
braics els conjugats complexos dels quals són
de valor absolut |α| = qi/2. Un càlcul sen-
zill mostra que aquesta afirmació implica, al
mateix temps, que els polinomis caracteŕıstics
det(1−F ∗t;H i(X,Q#)) són de coeficients enters
i independents de %.

Sense restricció, es pot suposar en la demos-
tració que la varietat X0 és absolutament irre-
ductible i que 0 ≤ i ≤ d, essent d la dimensió
de X0. Això és conseqüència de la dualitat de
Poincaré en cohomologia %-àdica: la forma bili-
neal dedüıda del cup producte

Tr(x∪y) : H i(X,Q#)×H2n−i(X,Q#)→ Q#(−n)

és no degenerada i compatible amb l’acció
de l’homomorfisme de Frobenius. Aix́ı, si αj
són els valors propis del Frobenius operant
en H i(X,Q#), qnα−1

j ho són quan opera en

H2n−i(X,Q#) i, per tant, ens podem restrin-
gir als valors propis quan i és un enter comprès
entre 0 i n.

Deligne veu que n’hi ha prou a fer la demos-
tració en el cas i = n. Això resulta del teorema
dèbil de Lefschetz (vàlid en aquest context) se-
gons el qual, si Y = H ∩X és una secció de X
per un hiperplà H, l’homomorfisme canònic

H i(X,Q#)→ H i(Y,Q#)

és un isomorfisme quan i < d − 1 i és injectiu
quan i = d − 1. Atès que la demostració pro-
cedeix per inducció sobre la dimensió de X0, es
pot suposar que i = n.

Una nova reducció li permet limitar-se al
cas de les varietats de dimensió n parella. Per
a aquestes, basta provar que si α és un valor
propi de F ∗ en operar en Hn(X,Q#), aleshores

α és un nombre algebraic el valor absolut del
qual satisfà les desigualtats

q
n
2−

1
2 ≤ |α| ≤ q

n
2+

1
2 .

El fet que d’aquests se’n segueixi la igualtat
|α| = qn/2 resulta aleshores de la fórmula
de Künneth, en el context de la cohomologia
%-àdica, que relaciona, com d’habitud, la coho-
mologia de dues varietats amb la del seu pro-
ducte. En efecte, si X és de dimensió n, ales-
hores, per a tot enter k > 0, αk serà un valor
propi de F ∗ en operar en Hkn(Xk,Q#). Si k és
parell, podrem escriure, en virtud de la desi-
gualtat anterior, que

q
kn
2 − 1

2 ≤ |αk| ≤ q
kn
2 + 1

2 ,

d’on

q
n
2−

1
2k ≤ |α| ≤ q

n
2+

1
2k ,

amb la qual cosa s’obté que |α| = qn/2 en fer
tendir k a l’infinit.

Després d’aquestes reduccions, el teorema
que cal provar és el següent.

Teorema 0.1 Sigui X0 una varietat projecti-
va, no singular, absolutament irreductible i de
dimensió parella d definida sobre Fq. Si α és
un valor propi de F ∗ en operar en Hd(X,Q#),
aleshores α és un nombre algebraic els conju-
gats complexos del qual, representats també per
α, satisfan que

q
d−1
2 ≤ |α| ≤ q

d+1
2 .

La idea de Deligne per provar el teorema
és absolutament brillant: en lloc de provar el
teorema per a una varietat (de la qual no en
coneix res) considera tota una famı́lia de varie-
tats (el feix de Lefschetz) que li proporcionaran
la informació que necessita.

Sigui PN l’espai projectiu de dimensió N
sobre Fq i sigui P̌N l’espai projectiu dual. Per
a cada punt t de P̌N , representem per Ht l’hi-
perplà de PN definit per t. Si A és un subespai
vectorial de codimensió 2 de PN (l’eix), els hi-
perplans que contenen A es parametritzen per
mitjà de la recta dual D ⊂ P̌N . Els hiperplans
(Ht)t∈D són, per definició, el feix d’eix A. Pren-
drem N prou gran de manera que existeixi una
immersió tancada de X en PN .

60



Sigui X̃ = {(x, t) ∈ X × D|x ∈ Ht}. Les
projeccions respectives (π, f) proporcionen un
diagrama

X ← X̃
↓
D

Per a cada element t ∈ D, la fibra f−1(t) =
X ∩Ht és una secció hiperplana, que represen-
tarem per Xt. La famı́lia d’aquestes seccions es
diu que forma un feix de Lefschetz quan se sa-
tisfan les condicions

1. L’eix A talla X transversalment.

2. Existeix un conjunt finit S de punts de D tals
que sobre D\S, el morfisme f és llis.

3. En els punts s ∈ S, les fibres Xs presenten,
com a única singularitat, punts quadràtics or-
dinaris.

Sota aquestes condicions, X̃ és no singular
i s’obté a partir de X per esclatament de l’eix
A ∩ X. Es demostra que un feix com aquest
sempre existeix si es prenN suficientment gran.
Sense restricció es pot suposar també que X̃ i
els punts de S estan definits sobre Fq.

El fet que X̃ s’obtingui a partir de X per es-
clatament d’una subvarietat llisa de codimensió
2, A ∩X, implica que

H i(X̃,Q#) = H i(X,Q#)⊕H i−2(X ∩A,Q#),

essent la descomposició compatible amb l’ac-
ció del Frobenius. És a dir, H i(X,Q#) ↪→
H i(X̃,Q#), per la qual cosa basta provar el te-
orema per als valors propis α de F ∗ operant en
Hd(X̃,Q#).

Atès que F ∗ també respecta la successió es-
pectral de Leray de f ,

Ep,q
2 = Hp(D,Rqf∗Q#) =⇒ Hp+q(X̃,Q#),

n’hi ha prou a demostrar el teorema per als va-
lors propis de F ∗ operant en els espais vectorials

Hp(D,Rqf∗Q#)

per a p+q = d. Aix́ı, els termes que cal estudiar
són E2,n−1

2 , E0,n+1
2 , E1,n

2 , on n = d− 1.
La part més dif́ıcil de la prova és aque-

lla que estudia el mòdul dels valors propis de
l’endomorfisme de Frobenius en actuar sobre el
terme

E1,n
2 = H1(D,Rnf∗Q#).

Siguin U = D\S i u ∈ U . El grup fonamen-
tal π1(U, u) opera en Hn(Xu,Z#). La teoria de
la monodromia descriu aquesta acció en funció
dels cicles evanescents

δs ∈ Hn(Xu,Z#), s ∈ S.

Concretament, la fórmula de Picard-Lefschetz,
traslladada al marc de la cohomologia %-àdica
estableix que

γs(x) = x± (x, δs)δs,

on {γs} denota un sistema escaient de genera-
dors de π1.

Els cicles evanescents generen un subespai
vectorial E ⊂ Hn(Xu,Q#) en què opera π1.
Això fa possible definir un feix localment cons-
tant E sobre U tal que E ⊂ Rnf∗Q#. Ara, suc-
cessions exactes del tipus

H1(D, j∗E) −→ H1(D,Rnf∗Q#) −→ 0,

0 −→ H1(D, j∗E) −→ H1(D, j∗(E/E ∩ E⊥)),

on j : U → D és la inclusió, redueixen el pro-
blema (en el cas dif́ıcil) a l’acotació dels valors
propis de F ∗ en operar en H1(D, j∗(E/E∩E⊥)).
Siguin F = E/E ∩ E⊥ i F0 el feix definit sobre
Fq del qual F procedeix (no hi ha cap problema
a estendre el cos base, si cal).

Dos punts esdevenen ara essencials en la de-
mostració: l’anomenat per Deligne teorema de
racionalitat, segons el qual per a tot x ∈ |U0|,
el polinomi

Px(t) = det(1− F ∗
x t,F0)

és de coeficients racionals, i el teorema que pro-
va que els mòduls dels valors propis α de F ∗

en operar en H1(D, j∗F) estan correctament
fitats.

Deligne demostra el teorema de racionali-
tat a còpia d’incloure el polinomi Px(t) en l’ex-
pressió de la funció zeta Z(Xx, t) que, pel te-
orema de racionalitat de Grothendieck, és de
coeficients racionals. Això no li garanteix que
el polinomi Px(t), que d’entrada és de coefici-
ents %-àdics, sigui de coeficients racionals atès
que es podrien donar cancel.lacions. Un argu-
ment tipus Txebotarev, que empra densitats,
li permet veure que disposa d’elements sufi-
cients per deduir la racionalitat dels coeficients
del polinomi Px(t), per a tot x.

Important en aquest punt és l’estudi de la
representació de la monodromia en els cicles
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evanescents, un argument de Kajdan i
Margulis (aquest darrer, medalla Fields el 1978)
sobre xarxes en grups de Lie permet concloure
que la representació de la monodromia dóna
lloc a un subgrup obert del grup simplèctic; és
a dir, la seva imatge és el més gran possible.
Amb aquesta informació Deligne pot passar a
utilitzar resultats de Hermann Weyl sobre les
representacions irreductibles dels grups de Lie
clàssics.

Deligne ara pot demostrar que α−2k/gr(x)

és un pol de la funció meromorfa det(1 −
F ∗
x t

gr(x),⊗2kF)−1. Una acotació del seu radi de
convergència, possible per tractar-se d’una sèrie
formal de coeficients positius, li permet obtenir,
en fer créixer k cap a l’infinit, l’acotació correc-
ta per a |α|.

Coda

En una entrevista concedida amb motiu de
la concessió del premi Abel, Deligne recorda
que, en els anys setanta, Grothendieck li reco-
manà la lectura de l’Analysis situs de Lefsc-
hetz, i que Serre, per la seva banda, li re-
comanà l’estudi de l’article de Rankin [29].
En aquest article, Rankin havia aconseguit de-
mostrar que |τ(n)| = O(n29/5). En el camı́
que finalment va emprendre per cloure la de-
mostració de les conjectures de Weil, Delig-
ne explica que també fou important una ob-
servació de Langlands del fet que la hipòtesi
de Riemann per a varietats sobre cossos fi-
nits podria obtenir-se com a conseqüència
de l’estudi de les singularitats d’infinites
funcions L.

Amb tot, cal dir que l’article que hem co-
mentat no és avui dia l’article de Deligne més
citat. Segons la base de dades MathSciNet, avui
per avui l’article de Deligne amb més cites és el
treball BBD [4], conjunt amb Beilinson i Berns-
tein, sobre feixos perversos (article en què s’a-
firma que !un feix pervers ni és un feix ni és
pervers").

És realment un encert que la institu-
ció del premi Abel permeti a la comunitat
matemàtica reconèixer la vàlua i l’esforç de
contribucions de tota una vida, complemen-
tant d’aquesta manera el reconeixement pro-
pi de les medalles Fields, dedicades a posar
de manifest els inicis de carreres especialment
brillants.
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homologie des schémas, p. 359–386. North-
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Informació de diferents convocatòries de premis

La Societat Catalana de Matemàtiques (SCM)
ha convocat la tercera edició del premi Albert
Dou (2014), que s’ofereix a aquells treballs que
contribueixin a fer visible la importància de la
matemàtica en el nostre món, a transmetre el
coneixement matemàtic a un públic més ampli
que els mateixos especialistes i a promoure tot
allò que pugui ajudar a l’extensió del prestigi de
la matemàtica a la nostra societat. La dotació
del premi és de 2.500 euros. El termini d’admis-
sió de candidatures és el maig de 2014 i el premi
es lliurarà a l’Assemblea General de la SCM a

finals de 2014. Per a més informació podeu anar
a: http://blocmat.ub.edu/2013/11/13/la
-scm-convoca-el-premi-albert-dou-2014/.

El desembre de 2013 s’acaba el termini d’ad-
missió de candidatures per al premi Évariste
Galois 2013 i es farà entrega del premi a l’acte
dels premis Sant Jordi de l’Institut d’Estudis
Catalans, l’abril de 2014. A la SCM/Not́ıcies
n’informarem puntualment, tant de l’acte com
del guanyador. Per a més informació podeu
anar a http://blogs.iec.cat/scm/premis/

premi-evariste-galois/.

Parlem de llibres

La decisió de Manperel , de Jordi de Manuel

La decisió de Manperel, de l’escriptor barcelońı
i doctor en Biologia Jordi de Manuel (1962), ha
estat l’obra guardonada enguany amb el pre-
mi Ciutat de Tarragona Pin i Soler de nar-
rativa. No és habitual que una novel.la de
gènere rebi un reconeixement d’aquestes carac-
teŕıstiques, de manera que ens podem felicitar
pel fet que, tal vegada, alguna cosa estigui can-
viant en el nostre panorama literari, si més no
en relació amb certs prejudicis que, a hores
d’ara, haurien d’haver quedat definitivament
obsolets.

Amb La decisió de Manperel, Jordi de Ma-
nuel s’allunya de la sèrie polićıaca de l’inspec-
tor Marc Sergiot (que, fins avui, consta de set
novel.les i alguns relats breus) per endinsar-se
en un món que l’apassiona, el de la ciència-
ficció. No debades l’autor és un membre ac-
tiu de la Societat Catalana de Ciència Ficció
i Fantasia. La decisió de Manperel no represen-
ta la seva primera incursió en el gènere. Només
hem de recordar la novel.la intitulada El cant
de les dunes (Pagès Edicions, 2006) o un bon
nombre de relats, inclosos en diversos reculls
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